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Participants Présence totale Présence partielle Absence

Calcul des présences : Les étudiants sont considérés comme totalement présents s'ils se sont connectés a la salle de
classe dans les 5 premiéres minutes aprés le début initialement programmeé et sont restés jusqu'a la fin programmée de
la séance (pendant les 3 derniéres minutes). Les étudiants partiellement présents se sont connectés avec un retard qui
dépassait les 5 premiéres minutes ou ont quitté la salle de classe plus t6t que 3 minutes avant la fin programmée. Les
étudiants absents ne se sont jamais connectés a la salle de classe.
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Mathématiques

Option Scientifique

——@ Mardi 16 avril 2019 de 8h00 a 12h00

Durée : 4 heures

Candidats bénéficiant de la mesure « Tiers-temps » :
8h00 - 13h20

L'énoncé comporte 7 pages.

CONSIGNES

TOUTES LES COPIES DOIVENT COMPORTER UN CODE-BARRES D'IDENTIFICATION.

Aucun document n'est permis, aucun instrument de calcul n'est autorisé.

Conformément au réglement du concours, I'usage d'appareils communiquants ou connectés est formellement interdit durant I'épreuve.

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, & mettre en évid les princi estltats, a1 les ions de

I'énoncé et a donner des démonstrations complétes — mais bréves - de leurs affirmations.

Si, au cours de I'épreuve, un candidal repére ce qui lul semble 8tre une erreur d'énonce, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Ge document est [a propriété d'ECRICOME, le candidal est autorisé a le conserver 4 I'issue de I'épreuve.
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EXERCICE 1

On considire la suite (1, )50 définie par :

YnelN, I,= [%(t_-r.rﬁf)”rlf. w ng

1. Montrer que [, est bien défini pour tout n € R

Culeuler fy, I, ot L. ..j 5 M
2.(a) |':1udi'cr !u IlIU]tUiUIIiI.: de la suite (1, )nso. 5 / kvx,"'f_& f"@ul'\h‘-\
En déduire que la suite (1, ),:0 converge.
(b) A I'aide d'une intégration par parties, montrer que : ¥n € N, I, o = (n + 1)(1, — 1, -2).
2n) =« ¢ I (2mn!)?
E T Bh dogl1 = T "
(2mnly2 2 T Gn 1)
(d) Compléter la fonction I suivante, qui prend en entrde un entier positif #, afin qu’elle retourne
un veeteur y qui contient les 2n + 2 premiers termes de la suite (1, )qz0.

(c¢) En déduire que : VYn e N, I, =

3.(a) Rappeler un équivalent simple de & — cos{a) — 1 et w— ln(1 + u) an voisinage de 0.
¢ : 1 s . .
{(b) Montrer que nln (cos(n ’-"}) ~  ——+/n. En déduire lim (mu; {n. ]"’)) :
Nt * =00

~) Montr i wos (n2® n= : 7(
() Montrer que : 1_111x(105[n )) 1 sd'l> ] ANy

1.(a) Montrer que pour tout n € N* :

/” I .{:'usi‘_]"slr :26" A B \
; ¢4

{b) Montrer que pour tout n € N° : =
n
(ms (n~2Y) ) .

fﬂ (cost)'dt <
b4

(¢) En déduire gque lim I, =0.
n—+o0

5.(a) Montrer que pour tout n £ N* : xv(h} o

. ,/f {cost)dt 2 n~3"? (1_-05 I{u_""':;}) N J—
0 S S

|
i VLS
= p

En déduire la nature de la série de terme général 1,,.
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(b) Eerire nne fonction en Scilab qui prend entrée un entier naturel n et qui renvoic en sortie le

terme de rang n de la suite des sommes partielles associce a la série ) /.
us0

6.(a) Montrer que pour tout réel fde | — 7] : cos{t) + 1 =

1+ tan? {’,)

i

Mo ; t 2
(b) A l'aide du changement de variable u = tan (9) montrer que ; /

i ] + ¢ HH“]
" 5 b —fr}:«l’? Jti
{¢) Montrer que pour tout entier n : (=1)f1, = /- /A -
) que ;x ) ik o T+eos() J 1+ e(,ﬁ,(ﬂ
: > % (= cos np+t |
| (d) Montrer que : ¥n € M, / st dt| < L4y
[ Ju L + cos(i) |

- F - .. TN 3 - .
(¢} En déduire que la série 2 (—1)*1 est convergente el déterminer sa somme.
kz0

EXERCICE 2

Soit n un entier naturel supéricur ou égal a 2.
£
On dit qu'un vecteur X = | @ | de M, ;(B) est symétrique (respectivement antisymétrique)
In
lorsque
Vie[l.n], =z =a,41-i (respectivement @; = —i,eq—;. ).

On note F lensemble des vecteurs symétriques de M, (R) ct G Pensemble des vecteurs antisy-
métrigues de M, (R).

On note § = (s;,) € M, (R) la matriee définic par :

Ay, ¥ - 5 1 si i=n+l-3
YRS [l 3"’2{{1 si i#An+l-j.

Partie A

Dans cette partie ¢t uniquement dans cette partie. on étudie le cas particulier ot n = 3.
La malrice S est alors la suivante :
, VI . |
g=[010
100

L. Caleuler 5%, En déduire les valeurs propres de S.

2. Déterminer une base de F et de (7.
Vérifier gue F et G sont des sous-espaces propres de 5.
3. En déduire que : F TG = My, (R).
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Partie B
On revient dans la suite dans le cas général ot n est un entier supérieur ou égal 4 2.
4.(a) Expliciter S et justificr que S est diagonalisable.
S
(b) Caleuler SX lorsque X =
i
(e} Pour i et j deux entiers de 1, n], expliciter le coefficient en ligne i et coloune j de §? en fonetion
des coeflicients s, de §

En déduire que 57 est la matrice ideutité d’ordre n
5.(a) Soit X un vecteur de M, (B).
Montrer gu'il existe un unique couple (Y, Z) de vecteurs de M, 1 (R) tel que :
YeF, ZeG o X=Y+Z
(b) Montrer que F et G sont les sous-cspaces propres de S. Préciser les valours propres associées,
6. Soit A = {0, ;)1205¢n e matrice de M, (R) telle que ;
Vi@, i) € [Linl, @intacy = anyioiy.
On considere A une valeur propre de A et X un vecteur prapre associé.
(a) Vérifier que AS = S 4.

.
(b) Montrer que 5X est un vecteur propre de A.

(¢) On pose ¥ = X + SX. Exprimer AY en fonction de ¥V et A

() En déduire que le sous-espace propre E)(A) associé & la valeur propre A de A contient néces-
salrement un vecteur svmétrigque non nul ou un veeteur antisvimétrique non nul.
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- x O
OB Wee Ve s (W

Une urne contient initialement une boule blanche et une bonle noire. On effectne une succession de
tirages d'une boule dans cette urne. Aprés chaque tirage, on remet la boule tirée dans I'urne, ot on
rajoute dans 'urne une boule de conleur opposée i celle qui vient d'dtre tirée.

On supposc que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (9, T, ).

Pour tout & € M, on note X le nombre de boules blanches présentes dans l'wrne juste avant
le (k + 1)-itme tirage. En particulier, on a Xo = 1. On admet que pour tout entier k, X est une
variable aléatoire de (€, 7, IP).

Partie A
1. Déterminer la loi de .X;. Donner son espéranec et sa variance.
2. Justifier soignensement que la loi de X, cst donnée par :

2

2 1
i

) 1 o . o
P([X2=1]) = t P(X;=2]) = P(X.=3]) = =
)
3. Préciser lenseinble Xp(Q) des valeurs que peut prendre X
4. Solent i € N* et j € X(02). Déterminer Py = ([Xpsr = 7])-
(On distinguern différents cas selon les valeurs relatives de i ef j).
5. Déduire de ce qui précede que :

i i e 34k
L +=___}H}[EAL': ’—I) -

—P(Xe=i-1)). (2

VheN, vie N, P([X4 =i]) = T

6. A I'aide de la formule (=), déterminer la loi de X,

7.(1) Montrer que pour tont & € N : P([Xy = 1]) = TESk
(b) Déterminer pour tout k € N, la valeur de P([Xy = & + 1])
{¢) Pour lout k € N, on pose : ap = (k+1)! x (X =2]).
Exprimer 0. en fonction de ay et de k.
Montrer que la suite (bg)gq définie par : Wk € B, by = a; + & + 2 est géométrique.
J En déduire alors que :

w. VkeN, P((X,=2)) =

L )
k+1)!
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Partie B

8. Que renvoie la fonction Scilab suivante pour un entier & non nul 7
Détailler le fonctionnement de la ligne 5.

L3 b

i B=r L

9. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function LE = loi-exp(k,N) qui prend en entrée un entier
strictement positif & et un entier N, qui effectue N sinmlations de k tirages sueccessifs dans 'urne
et qui retourne un vecteur LE qui contient une estimation de la Ioi de Xy (c'est-a-dire que pour
chaque ¢ € [1,k + 1], LE(1) contient la fréquence d'apparition de 'événement [Xy = 1] au cours
des NV simulations),

On pourra utiliser la fonction mystere.

10. Recopier ¢t compléter la fonction loi-theo suivante. qui prend en entrée un entier strictement

positif n. afin qu'elle retourne un vecteur LT qui contient la loi théorique de X,.
™ TR R 7 m

L =R B N -~ R R O T o

11. Un étudiant nous propose comme loi de X5 le résultat suivant :

[ |2 1 2 3 4

: 6 |
fﬂ’([x_,,ﬂ-]) 0.001368 | 0.079365 | 0.419434 | 0.118999

'_a.umssj

A-t-il utilisé loi-exp ou bien loi-theo?
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Partie C

12.(a) A I'aide de la formule (), montrer que :

N o T G .-
Vk €N, E(Xpn) = 5 E(X) + 1. —;f-_ - -

(b) Déduire de ce qui précéde que :

(¢) Soit ¥, la variable aléatoire égale au nombre de houles noires présentes dans urne aprés k
tirages.

Justifier que Xj et Y3 ont méme espérance, puis retrouver le résultat de la question précédente.
On admettra pour la suite que :

- k+2

Ve N, V(Xg)= ——.

i
13.(a) Soit & > 0. Montrer que : = i \1’
X 1] ~ \L
lim P | < n) = 1.
= |

k+2

(b) Interpréter ce résultat et lc justifier intnitivement,

Partie D T \
14. Pour tout couple d'entiers (i, j) tels que 1 € j < i, on définit lapplication ; ; par : (_K\

, .. RX] — R[X] B
T P — jJP(X+1)-iP(X) " 6 N 4
(a) Montrer que 43, ; est linéaire.

Thd

(b) Pour P € R[X], montrer que deg

(7)) = deg(P).
(¢} En déduire que g, ; est injective.

{d) Montrer que pour tout polvnime P dans B[X], il exisie un polynome Q dans BIX] tel que
i (Q) = P.

{Pour P non nul, on pourra s'intéresser a la restriction de ;5 a R, [X] ofi n est le degré de P).

Ce qui préce

le montrant que ;; est un automorphisme, on définit le polynéme F,; pour tout couple
d'entiers

(i,7) tels que 1 £ 7 < 1, cn posant :

PLaX)=1, etpour 1 <j<i, PyX)=¢  ((3+X —9)P1;(X)).

i 13

ct enfin pour tout entier § > 1,
P.i(X) == P;(0)
Sl

15.(a) Vérifier que : Py (X) = —X — 2, puis calculer Paa(X).
(b) Veérifier que : Pya(X) = -2X — 4.

a

| 3. R
On admettra dans la suite que : Py (X)) = = X7 + ;.\ +1et Pya(X) =3,

2
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16. On considére, pour tout cntier i de [*, la propriétdé suivante ;
H r« YeeN, P([X;=1)=—— = 3 BlkE
’ . k+1)! B
N =1
On souhaite montrer par récurrence que, pour tout ¢ de M*, H; est vraie.

(a) Montrer que H, est vraie.

(b) Soit i > 1. On suppose que H,;_, cst vraic ¢t on pose :

Yk eN, ap = (k+1P([Xe =) —Z Pik)i*.
=

En utilisant la formule (%) et la relation (3 + X — i) Py j(X) = ;; (£2;(X)). montrer que la

50 est géométrique.
r ay et en déduire que H; est vraic.

(¢) Conclure.

17.{(a) En utilisant le vésultat de la question 15(a), retrouver le résultat de la question 7(e).

(b) Déterminer IP{[X; = 3]) pour tout k € N*,

11
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PROBLEME 1

. 1 e;r. + e—a:u{
On définit la fonction / d'une variable réelle z par - I(z) = f —_—
' o V1—1t?
PARTIE I: Etude d’une suite d’intégrales
T
On pose, pour tout k de N, W, = ] (sin(u])t du.
0
1. Caleuler les intégrales Wy et Wi,
; , 1
2. a. Soit k € N. A aide d’une intégration par parties, montrer : W — Wi,o = i Wiia.
. - N 0L
b. Endéduire: VEREN, Wy = 5 (o 1)2 3
PARTIE I : Une autre expression de [(z)
Lk 1 K
3. Montrer que, pour tout k de N, I'intégrale [ di converge et gque f —dt = W;.
Jo V112 0 V1—1t2

Pour cela, on pourra utiliser le changement de variable t = sin(w) aprés avoir justifié sa velidilé.

4. a. Montrer que la fonction I est définie sur R et préciser sa parité.
b. Donner la valeur de I(0).
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On note, pour tout & de N, G le polynéme de R,[X] défini par :
G= Y P(i= i) X'
=0
a. Déterminer les polyndmes Gy, G et Gs.
b. Montrer, pour tout & de N et tout i de [0;n] :
Pk =) = S P(ve=1) = (1 -

c. Montrer, pour tout k& de N -

i —1

) (=i 1),

1 -
Gr1 = —X(1—-X) GL + X Gr.
n
d. BEn déduire, pour tout k de N :
G = J(Gk\
a. Pour tout k de N, calculer G(1) ot GL(1).
b. En déduire, pour tout k de N :

1\ s
E(Yiy) = (1 - :) E(Y;) + 1.

c. Retrouver alors, pour tout & de N, Pexpression de E(Y}) obtenue en question 6.e.
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