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Participants Présence totale  Présence partielle Absence
ADMINISTRATEUR Julie

ADMINISTRATEUR
LECOUTRE Ken | ADMINISTRATEUR (%)

LECOUTRE Ken PROFESSEUR @

Calcul des présences : Les étudiants sont considérés comme totalement présents s'ils se sont connectés a la salle de
classe dans les 5 premiéres minutes apres le début initialement programmeé et sont restés jusqu'a la fin programmée de
la séance (pendant les 3 derniéres minutes). Les étudiants partiellement présents se sont connectés avec un retard qui
dépassait les 5 premiéres minutes ou ont quitté la salle de classe plus t6t que 3 minutes avant la fin programmée. Les
étudiants absents ne se sont jamais connectés a la salle de classe.
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En déduire qu'il existe une min#_p:ﬁ;z‘gm"? .
érificr que 1a matrice A(V7AA) R E@ﬁ{;m“) X; i

telque A = 5. (est ce que 'on appelle la “GWIPNIW 0 i

Partie V - Application i Ia distance d'une matrice inurfi.b\ .

Dans cette partie, A estune matrice inversible de M, (R). Soit M

| i On(R), ¢ est-d-dire amn= inf (1M~ Vil

€0 (8)
¢ \yﬁf 16) Justifier que d(M) est bien définie

Y 17) Soit R € O (). Montrer que ‘
YN € M(R),  |RNj.=|NRl = i

RV etV s RV sont des bijections de €

Montrer que les applications ¥ — v
13 d(M) = d(RM) = d(MR).

’ 18) Onnote A = 025 la décomposition polaire de A On considére une matrice di
strictement positfs et une matrice P’ € Oy (R) telles que
S=PD'P.
Vérifier que d(A) = d(D).
19) Soit V € O, (R). On note :
SaY) W=l AR
ct v 1'endomorphisme canoniquement associé a V.
\/m]mdfacrque W est diagonalisable. On note w I'endomorphisme canonigue
b - Soit z € B", Vérifier que < wiz) | £ > =< u(z) | o > et queﬂu(:z}[
3 |<uwlz) |z > < [zP et <z—wlz)| =2

& - Montrer alors que les valeurs propres de I,, — W sont positives ou nulles

d - On note W = Montrer aussi que, pour tout i & [1,n!

= [“'u‘l (LEfnl®
e - Montrer que, pour tout i € [1,n], onawy = 1 si, et seulement si, W = I,
20) On conserve les notations des questions 18) et 19). 4
a - Montrer que 3
[B=VIi=D-h|;=2(1,-V|D)=2(I
b - En déduire que :
1B=VI; =P~ L3 =0.
© - Montrer alors que
d(A) = D ~ Lls = |[VGAR ~ Inlls, |
¢t montrer aussi que [, est 1'unique élément 17 de O,(R) tel que d(A) — ||D — i,;"“%.:.‘
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& MYPRIPA

SELECTION - ECRICOME 2003
UN PRODUIT SCALAIRE CLASSIQUE

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul, et on adopte les notations suivantes :
M, (R) : ensemble des matrices carrées d’ordre n, i coefficients réels,

Sn(R) : le sous-espace vectoriel de M, (E) des matrices symétriques.

Ap(R) : le sous-espace vectoriel de M, (E) des matri witisymétriques,

On rappelle quune matrice A de M, (R) est antisymétrique si "4 = —A, 'A étant la matrice
transposée de A.

On définit les applications tr et @ par :

et B de M, (R), tr(d) = Za.,,. p(A,B) =tr(‘AB)
i=1

Pour toute matrice A = (a, ;)

1

a

1) Montrer que tr est une application linéaire de M, (R) dans B qui vérifie :
VYA € M,(R),Y € M,(R), tr(AB)=tr(BA)

2) Prouver que tr est surjective. Donner la dimension du noyau de tr.

3} Prouver que ¢ définit un produit scalaire dont la norme associée, |||/, vérifie :
n m
YA= Cig ) AI2=%"Y "a?
VA= (2:5) 1560 € Ma(R), 4] LLH.__J
i=1 j=1

4)  Etablir que : YA € Mu(R), [tr(A) < v7|lA|

5) Démontrer que S, (R) et A, (R) sont deux sous-espaces supplémentaires orthogonaux de
My () pour .
6) Soit M = (m;;)icicn. En déduire que pour toute matrice A = (a;;)icicn de M, (R),
1g 1€ign

Gign
non non

i AN p 7 g
i . )2 existe et v: = RS GO
,:‘;E}I,HEJLL("‘J — ;)" existe et vaut 1 LL{"'-J i)

i=1 j=1 i=1 j=1

www.myprepa.fr | 1
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ESCP 2015 - ORAL
FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
ET EXTREMUMS SOUS CONTRAINTES

Soit n € N* et ai,...,a, des réels non tous nuls. On considére les fonctions
f, g et h définies sur R™ par :

n n L
[@1,eesza) =[] 2, 9(Z1,.009Zn) = T 25 e A&y Zn)= Y aiZk.
k=1 E=1 k=1

1. a) Justifier que f est de classe C* sur R". Déterminer son gradient en tout
point.

b) Prouver que f admet un maximum sur la sphére unité S de R™ définie
par

5= {(Tlg...,-?-'n) ER“/ Z.’Ei:l}
k=1

¢) Déterminer le maximum de f sur S.

d) En déduire que pour tout point u = (u1,...,u,) de R*, on a:
n n
Ll < ()
ol |.| désigne la norme euclidienne canonique sur R™.
2. a) Soit i € [1,n] tel que a; # 0. On pose
H={(z1,...,2n) ER™ [ h(zy,...,2,) =1} et B= [z €R" [ |lz| € ﬁ}
illzﬂrm:wer que 'ensemble B N H est non vide, puis qu'il est un fermé borné de

b) Justifier que la fonction g admet un minimum sur B N H. Prouver que
ce minimum est aussi le minimum de g sous la contrainte h(zq,...,z,) = 1.

¢) Déterminer le minimum de g sur H.

I_) A)' Ry(M = 4
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