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entation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
on des copies.

onnements entreront pour une part importante dans l'appréciati
e indidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Aucun document n'est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule 'utilisation d'une régle graduée est autorisée.
Si qu cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa

copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.
ST

régression logistique permet de modéliser U'influence qu'ezercent des facteurs eTogénes Sur une variable
binaire, ¢’est-a-dire une variable ne pouwvant prendre que deus valeurs.

~ Qutre son domaine d’application privilégié qui est I’apprentissage automa
logistique est couramment utilisée aussi bien en médecine qu'en actuariat et en économétrie.

tique (machine learning), la Tégression

Partie 1. Fonction logistique et lois logistiques
1

. On appelle fonction logistique la fonction A définie sur R par : Vz € R, Alz)= T
= . =

. 1l
1.a) Montrer que A est uné bijection de R sur | 0, 1[, dont la bijection réciproque est la fonction L définie par :

g
i
| vz e]0,1], L(a:)—ln(l_z)-
alculer la dérivée de la fonction A.
ustifier Pexistence d’un unique réel Tg tel que : A(Zo) = To-
ablir pour tout r € R, I'inégalité : |A(z) — z| € |z — Tol-
Scdab suivant, dont la ligne (1) définit la fonction A, permet de calculer une valeur approchée‘
méthode de dichotomie. |
bda (x) ’, ’y=1/ (1+exp(-x)) ") ;




o par instruction (10) suivente”

k.

: -n &,
une densité de probabilité. 4 hans
> : résentative dans le plan rapporte a.

de la fonction A ; donner l'allure de sa courbe rep

h egﬁnal et en déterminer les points d’ inflexion.

; ion A pour densité.
vari i i : logistique standard si elle admet Ja fonction
variable aléatoire Z suit la loi logistique stan e i varinbIS

couple (r, s) € R x R, on dit qu'une variable aléatoire Y suit 1a loi logistique
Y-—r

suit 1a loi logistique standard.

ire Z définie par Z =
. .
) Justifier qu'une variable aléatoire qui suit une loi logistique L(r, s) admet des moments de n importe quel
ordre et en indiquer I’espérance.
une fonction Scilab, function g=grandlogis(n,p,T, s),

onnes dont

b) En utilisant la méthode d’inversion, écrire le sript d’
* fournissant pour tout couple (n,p) d’entiers strictement positifs, une matrice S i n lignes et p col
j 1& coefficients sont des simulations de variables aléatoires indépendantes suivant 1a loi logistique L(r, 5)-
¢) Décrire un procédé permettant de calculer une valeur approchée de la variance de 1a loi logistique standard
3 I’aide de la fonction grandlogis.
'_}25;.- Soit Uy et Us deux variables aléatoires indépendantes suivant

; % o
[ a) Montrer que la variable aléatoire Z = In (-El-) suit la loi logistique standard (on pourra utiliser un |

chacune la loi exponentielle de parametre 1.

I 2
hey changement de variable exponentiel, ¢'est-a-dire de la forme ¢ = e®). 1
~ b) En déduire un nouveau script Scilab permettant de simuler une variable aléatoire suivant la loi logistique
. I'I  standard 2 I'aide de la fonction grand.
1
Partie I1. Variance de la loi logistique standard
‘e Pour tout couple (a,b) € R2, on note Im(z) la partie imaginaire b du nombre complexe z = a + ib.
d
our tout polynéme P = Y axX* € R[X] de degré d € N, les termes non nuls ax X* sont appelés les
2 k=0 |
e P et les ax leurs coefficients. -
4 d
sation P = aq4 H(X — ) de P dans C[X] (lorsque d # 0), la somme Z 2y est appelée la
k=1
. : k=1
complexes de ?Lque_ les ggﬂreiffmplexes 21,22,...,2¢ soient distincts ou non.
—— .
2n +1 T
J =--'-*-1)"( - ) 6135 *

\2k+1




t de la question 6.c), montrer que pour tout n € N*,on a:
S 1 _2n(n+1)

?;siu’(af—:—l)— : R

L —ae

a) . sin(z) € T € tan(z) € o TP ok T
En utilisant le résultat de la question 7.¢), en déduire, pour tout 1 € N*, 'encadrement :

a2n—1) _ (2r+1) "1 _2n(ntl)
el N el

3 e
“+oo
B el 1 «2
¢) Etablir I'égalité : z g
k=1
9. Soit Z une variable aléatoire suivant la loi logistique standard.

a) A I’aide d’une intégration par parties, justifier que la variance
+0 e %
V(Z)=4 [ — dz-
0 ] e =

de Z, notée V(Z), vérifie I’égalité :

b) Etablir pom' tout n € N ’égalité :
+o0 —x +o0 —(n+2)z
dr = _1)k [ - a—(kt1)z > =y et re
[D 1_‘_8_” Z( ) ze drtif od Iy =(=1) . e

tend vers 0 lorsque n tend vers +0o0 et en déduire I'égalité :
[+'00 (___1)k
o 1+e—°° z(k+1)2'

d) En utilisant la formule établie en 8.¢), déduire de 1'égalité précédente que la variance de Z est égale a : fi .
o

) Montrer que I'intégrale .I,,

+00

, convergence des deux intégrales In(z)e *dx et f (ln(z)) e “dz.
0

e I =

“-..

400
j In(z)e “dz et J = j ln(m)) e *dzx.
résultat de la question 5. a), calculer J — I2.




onpose: T = {7707 G L
€ N*, on note E, 1'événement [0<Yn<1]
) et trouver la limite de cette probabilité lorsque n tend vers +00.
Etablir 'égalité ensembliste {w € En / To(w) < 7} = [V € F(2)] N En et montrer que [T, < ] est
un élément de la tribu A.

Po(( Vo < F(@)] N En) < Po(|Tn < o) < Po([¥a < F@IO En) + 1~ Po(En)-

iﬁ;Montrerquepourtout.zaéG ona: lim Pe([Tn\m]) {0 ::;ig

Tl —
: LW =0 7, w) #F)
' 14. Pour tout n € N* et tout w € €, on pose : Un (1) = Yn(w)l— F(0)
f(6)

On admet sans démonstration que pour tout n € N*, U, est une variable aléatoire sur (£2, A, Py).

a) Soit £ > 0.
Pour tout n € N*, on note By (¢) I'événement [l U= f(B)l <e ]

G Valw) = F(60)

(i) Etablir Iexistence d'un réel a > 0 tel que : Vz € [0 —a, 6 +a, l'f_(}-j i W)-l S E.
T

" (i) Pour un tel o, justifier I'inclusion : |7, —6] < a] NEn C Bn(€), 0 Ey a été défini dans la question 13




gression logistique envisagé dans cette partie, la fonction b est suppo
b:z— A((a,z))

timer les paramatres du modéle, on dispose de k vectenrs z® 2@, .. ™ de R? (k € N*) et pour
4 € [1, k], d’une suite (Yiin) peny- de variables aléatoires indépendantes suivant chacune la loi de Bernoulli

tre b(z®) = A((a, 2)).
que indice fixé i et pour tout n € N*, les variables aléatoires Yi 1, Yiz, ..., Yin définissent donc

santes a;_(lil, ::(;}, s ,..":9} du vecteur z(*) dans la base canonique de RP.

On note respectivement A et M la matrice du vecteur « et la matrice de la famille (xm, P, .., :v.(k)) dans

~ la base canonique de RP :

ay ey 28
as 1 = 1
A= . |e Mpi(R) e M=|] : : € Mpir(R).
: e 20
ap » P

On suppose que le rang de la matrice M est égal a p.
~ a) Montrer que la matrice M ‘M est inversible.
 b) Montrer que pour toute matrice H € M;.1(R), la matrice U € M 1(R) pour laquelle I'unique coefficient | '
de la matrice *(*M U — H)('M U — H) est le plus petit possible, est la matrice (M M)~ 'MH. ILUM
¢) Expliquer pourquoi les lois des variables aléatoires Y; » ne suffiraient pas a définir le vecteur « si le rang

de M nétait pas égal & p.

B . _ . ! . 1o
'1?1&.- Pour tout n € N* et tout i € [1,k], on pose Y, = - E Y; ; et pour tout w € O :
18 =]

q},n Iy {L(.Y_'.-.n(w)) 8i 0 < ?.—,n(w) =] :
0 sinon
LA .y k
...,cx) € R*. En utilisant les résultats de la partie III, montrer que (Z cﬂ‘i’n) et
im1 neN- L

ente d’estimateurs du paramétre Z cila, I(i)),
i=1

-Tl.n.(t'-&))
-T2‘_n (CIJ)



