La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies. :
Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n'est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée. LA R
Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'éno
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera ai

6, il la signalera sur sa
nené a prendre.

Le probléme comporte cing parties. _ b

Dans les trois premiéres parties, on étudie des propriétés usuelles des matncesm ol A € M, (R).

Dans la quatrieme partie, on définit la racine carrée d’une matrice symétrique réelle dont les valeurs propres sont
strictement positives, afin d’obtenir une décomposition d'une matrice A € GL,(R).

Dans la cinquiéme partie, on applique ce qui précede au calcul de la distance d’une matrice A € GL,(R) a
I’ensemble des matrices orthogonales de M, ().

Dans tout le probléme :
e n désigne un entier supérieur ou égal a 2.
e By = (ey,-...en) désigne la base canonique de R™.

n
oSiz = Z T;e; est un vecteur de ™, on lui associe la matrice
=
Eat
X =
In

de ses coordonnées dans la base By.
e < | > estle produit scalaire canonique sur R™ et la norme cuclidienne qui lui est associée est notée || |
o Si A € M,(R), ‘A désigne sa transposée et tr A désigne sa trace.
o I, désigne la matrice unité de M, (R) et 1d I’endomorphisme identité de R™ .
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= Ker(,f Ald) et E,\(A) Ker(A — ALL).
i de A‘... p dir:s Lmbsqu ;g:l; matrice A de M, (R) estdiagonalisable, on appelle liste étendue
| une liste de nom h al
fen,s Par exemple, la matrice TR e R e T
1 oo
04 0
0 0 4

admet (1,4, 4) pour liste étendue des valeurs propres.

. S(’IR‘_") (respectivement Sy, () désigne I'ensemble des endomorphismes symétriques de R™ (respectivement
des matrices symétriques de M, (R)).

o S*(R") (respectivement S;; () désigne I'ensemble des endomorphismes symétriques de R™ (respectivement
des matrices symétriques de M, (IR)) 3 valeurs propres positives ou nulles.

e On note O,,(R) I'ensemble des matrices orthogonales de M,,(R). 8i P € M, (R), on rappelle que P est une
matrice orthogonale si P esl inversible etsi P~! =P,

e Matrices définies par bloc Considérons r € [1,n — 1] et (4, B) € (M, (R)) ? définies par

_ |41 Ag W Bt
A_[A:s i) i B_[Bs Bq]’

ol
(A1, B1) € (M:(R))® : (A, By) € (Mn_r(R)),

et

(Aih BQ) € (-ﬁ'ﬁ'r,.rl—'r(rm))2 ; (A3| BB) € (Mn~r,r(R))2-

On utilisera sans démonstration les égalités suivantes
N [AIBI +A2By A1 B + Az&] oo [‘Al "As
A3By + AyBy  A3By + AyBy Ay Aql

Partie I - Un premier exemple

Soit a un réel différent de 1 et ) [1

\f,ca-" A=1—G

1) Quel est le rang de A ? Calculer A%, Que peut-on dire de I'endomorphisme f canoniquement associé a A ?
Est-ce un endomorphisme diagonalisable ? Quels sont les valeurs propres et les sous-espaces propres de f ?

9)} ’/ 2) Calculer M = ‘AA. La matrice M est-elle diagonalisable ? Comparer Ker f et Ker(sz). Quels sont les valeurs

:i] € My(R).

propres et les sous-espaces propres de sy 7
3) A quelle condition nécessaire et suffisante, M est-elle la matrice d'un projecteur ?

Partie II - Généralités
4) Produit scalaire sur M, (R)

V a - Soit

deux matrices de M, (R). Donner I'expression de tr(* AB) en fonction des coefficients de A et de B.

— a5 i BZ [ i1
: [“’Lf.j)en,n}ﬂ 3 b“’](e'.j)ell.nl’

b - Montrer que I'application (A, B) — tr(*AB) est un produit scalaire sur M, (R).
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le dans une base orthonormée de vecteurs propres, qu'il

i isabl
prlanterdue 1 g 865 disgerats ne de ces valeurs propres A,ona

les mémes valeurs propres que s¢ €t que,

pour ¢ hacu

dim(E;\(sf)) = d'i.TT‘L(E)\(Tf)J.

\/ ¥

% th — QtAA)
\/ d - En déduire enfin qu'il existe & € OAR) telle que A°A = Q(tAA)Q.
8) Une inégalité = (\pa-

Dans cette question, on note

V = {(z1,...,2n) € [0, 400"} et U= {(z1551%n) €J6; too[},

et @ I’application de R™ dans R définie par
T
R (P H;-:,-.
i=1

On admet que V est une partie fermée de R™ et que U est une partie ouverte de R™.

a - Montrer que
I’V:{(I],...,J}nJ el |$1+"'+xn:1}

\/ est une partie fermée bornée de R".

! \/ b- En déduire que ¢ admet un maximum global noté M sur W.
\/ c - Caleuler @(xy, . ..,x,) lorsque (z1,...,z,) € VN U.
\/ d - En déduire que M est le maximum de ¢ sur U sous la contrainte 1 + - -+ + z, = 1.
V e - Déterminer alors la valeur du maximum M et préciser en quel vecteur de U il est atteint.

f - Soit § € S,(IR). On suppose que les valeurs propres de S sont positives ou nulles et on note (p1, -
| une liste étendue des valeurs propres de S. Déduire de ce qui préceéde que

w8\ e (2
Z I< (5
Dans quel cas a-t-on égalité dans cette inégalité ?

g - Dans cette question, on note (Ar,...,A,) une liste étendue des valeurs propres de ‘AA. On définit
I’application A sur R par
Vo € R, Alz) = f_[(m + A)-
i=1
Montrer alors que pour tout réel z = 0,
tr(zl, + ‘AA))" 4 (nx+ e '“+/\n)ﬂ_
n n

Az) < (

Partie I11 - Etude de deux cas particuliers
Dans cette partie encore, A € M, (RR) et f est toujours |'endomorphisme canoniquement associé a A.

9) On suppose dans cette question que f est un projecteur de rang r € [1,n —1].

\[ a - Montrer que la trace de toute matrice représentant I'endomorphisme festr.
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i . unique J/IAA appartenant a 55 (R) telle g
14) En déduire qu'il existe lm{v@—g)" o S inscnile! Montrer alors qu'il existe un

Vérifier que la matrice A
o (£,5) € O (R) % SH(R)
ition polaire de A.

nce d’une matrice inversible a 'ensemble O, (R)

ible de My, (R). Soit M ¢ GL,(&). On note d

Dans celte partie, A est une matrice mnverst

9. (R), c'est-A-di
i L)n(R)'C est e d(ﬂ;{) —" Anf H*M e V”?

VED(R)
v. 16) Justifier que d( M) est bien définie.

17) Soit R € @, (). Montrer que
vj\r & ","'fn{:R}' ||Rj\"|l"2 = H’!VR”i 5 "N"9

. VER-letV » R~'V sontdes bijections de O, (R) st

matrice notée

tel que A = (15, C'est ce que I'on appelle | décompos

Partie V - Application a la dista

Montrer que les applications V
que
d(M) =d(RM) = d(MR).

18) Onnote A = S5 la décomposition polaire de A. On considére une matrice diagonale D :
strictement positifs et une matrice P € O, (R) telles que
8 —PD P
Vérifier que d(A) = d(D).
9) Soit V € @, (IR). On note

1 - 0.(R).
sxf ' AN TR
Ww=cli= Vo)

et v I'endomorphisme canoniquement associ€ a V.

\/r’.r Justifier que W est diagonalisable. On note w I'endomorphisme canoniquement assocnéiWu :
b- Soit z € R™, Vérifier que < w(z) | = > = < v(z) | & > et que [|[v(z)|| = [||. En dédui !
l<w(z) | z>|<|lz]®? et <z-w(z)|z>20
¢ - Montrer alors que les valeurs propres de I;, — W sont positives ou nulles.
d-Onnote W = §1z=,-j](rrj}eﬂlb"}2, Montrer aussi que, pour tout i € [1,n],1 = wi; > 0.
e - Montrer que, pour tout i € [1,n],onaw; = 1 si, et seulement si, W = I,.
20) On conserve les notations des questions 18) et 19).
a - Montrer que

\D=VI = 1D —L|; =2(I = V | D) =2(I, - W | D).

b - En déduire que
ID=VI; =D — I3 >0

¢ - Montrer alors que
| . d(A) == HD 2 Inh! == " ViAA — Iﬂlzz;
ct montrer aussi que [, est I'unique élément V' de O, (R) tel que d(A) = || D — V|
o
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